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I Geschichte und Anwendung kunstlicher Intelligenz
Kinstliche Intelligenz (abgekiirzt Kl; engl. Artificial Intelligence, Al) ist eine der
derzeit am haufigsten diskutierten Zukunftstechnologien unserer Gesellschaft
und gewinnt in unserem Alltag zunehmend an Bedeutung. Sie kann als ,Hard-
und Softwaresystem, welches ein intelligentes Problemlésungsverhalten
zeigt*!, beschrieben werden. Aufgrund ihrer Lernfahigkeit ermoglicht Kl die
Funktionsweise von grof3en Sprachmodellen (LLMs) wie ChatGPT oder auto-
nom fahrenden Autos, wie sie aktuell von BMW oder Tesla entwickelt werden.
Doch der Einsatz von maschinellem Lernen ist keineswegs eine technologi-
sche Neuheit. ,Die Dartmouth-Konferenz, die im Sommer 1956 am Dartmouth
College in Hanover, New Hampshire, stattfand, gilt als Grindungsereignis [...]
der Kinstlichen Intelligenz*2. Schon dort diskutierten Wissenschaftler unter der
Leitung von John McCarthy Uber die Fahigkeit von Maschinen, menschliche
Intelligenz simulieren zu kdnnen3. Seitdem wurde kunstliche Intelligenz in ver-
schiedenste Richtungen weiterentwickelt und kommt schon seit vielen Jahren
in Smartphones, Tablets und PCs in Form von Autokorrekturen oder Spamifil-
tern in E-Mail-Postfachern zum Einsatz.

Eine besondere Anwendungsmaglichkeit ist die Klassifizierung von handge-
zeichneten geometrischen Formen, wie sie haufig in Programmen zur Erstel-
lung von digitalen Notizen genutzt wird. Im Rahmen dieser Arbeit soll dafir
eine kiunstliche Intelligenz entwickelt werden, die anschlielend in meiner Noti-
zen-App Productivity Pro Verwendung findet.

Zunachst wird dazu das Konzept des kinstlichen Neurons erlautert, das in sei-
ner Funktionsweise dem biologischen Neuron des menschlichen Gehirns
nachempfunden ist. Anschlielend wird eine Vielzahl dieser Neuronen zu ei-
nem neuronalen Netz (NN) verknlpft, das die Grundlage vieler kunstlicher In-
telligenzen bildet. Zudem wird das Verfahren der sogenannten Backpropagati-
on erlautert, welches das Training des neuronalen Netzes ermdglicht. Dies er-
folgt am Beispiel eines vorwartsgerichteten neuronalen Netzes, der einfachs-
ten Variante aller NN-Architekturen. Im Anschluss wird das neuronale Netz auf
die Klassifizierung von handgezeichneten Formen trainiert, wobei der Einfluss
der Anzahl der Neuronen sowie der Lernrate untersucht wird. SchlieRlich er-
folgt eine Auswertung der Arbeit sowie ein Ausblick auf potenzielle Ansatze zur
Weiterentwicklung der Formenklassifikation.

1 Lammel, Uwe / Cleve, Jurgen: Kiinstliche Intelligenz, 6. Auflage, Miinchen: Carl Hanser Verlag, 2023,
S. 15.

2 Krauss, Patrick: Kunstliche Intelligenz und Hirnforschung, Berlin: Springer, 2023, S. 118.

3 Vgl. Krauss, 2023, S. 118.



Il Entwicklung eines neuronalen Netzes
1 Das Neuron

1.1 Aufbau

Ein Neuron [(vgl. Abbildung 1)] ist eine Verarbeitungseinheit, die die Gber
die gewichteten Verbindungen eingehenden Werte geeignet zusammen-
fasst [...] und daraus mittels einer Aktivierungsfunktion [...] einen Aktivie-
rungszustand ermittelt. Aus dieser Aktivierung bestimmt eine Ausgabe-
funktion die Ausgabe des Neurons.4

Dabei erfolgt die Zusammenfiihrung der Eingabewerte durch eine sogenannte

Propagierungsfunktion net, die die gewichteten Eingangssignale x; mit ihren

zugehorigen Gewichten w, multipliziert und die daraus resultierenden Produkte

summiertd. Hierbei bestimmen die Gewichte ,die Signalanteile [der Eingabepa-
rameter], die das [Neuron in einem neuronalen] Netz in Vorwartsrichtung wei-
terleitet [(vgl. Kapitel 2.1)], und die Fehleranteile, die das Netz in Rlckwarts-
richtung durchlaufen (vgl. Kapitel 2.2.1). Gegebenenfalls wird zusatzlich ein

Verzerrungswert b (engl. Bias) addiert, der es dem Neuron ermdglicht, die Ent-
scheidungsgrenze unabhangig von den Eingabewerten zu verschieben?:

n
net; = Zxk-wk+b =X W+ Xy Wy +...+x,w,+b
k=1
Diese Entscheidungsgrenze stellt den Schwellenwert zwischen der Aktivierung
(Ausgabe) und Nichtaktivierung (keine Ausgabe) eines Neurons dar8, und
hangt von der gewahlten Aktivierungsfunktion fac(netj) = a, ab?® (vgl. Kapitel
1.2). Sie nimmt die Ausgabe der Propagierungsfunktion als Eingabe entgegen

und entscheidet anhand dieser, ob und in welchem Ausmalf das Neuron akti-
viert wird'0. SchlieRlich wird die Ausgabe der Aktivierungsfunktion an die Aus-

gabefunktion fou(aj) =y Ubergeben, welche festlegt, in welcher Form das
kiinstliche Neuron seinen berechneten Aktivierungswert nach auf’en weiter-

gibt"!. Die Ausgabefunktion wird meist mit fou(aj) = a; beschrieben'2.

4 Lammel, Uwe / Cleve, Jurgen: Kunstliche Intelligenz, 3. Auflage, Miinchen: Carl Hanser Verlag, 2008
S.197.

5Vgl. Lammel / Cleve, 2008, S. 197.

6 Rashid, Tariq: Neuronale Netze selbst programmieren, Heidelberg: O’'Reilly, 2024, S. 225.

7Vgl. Zhou, Victor: Machine Learning for Beginners: An Introduction to Neural Networks, in: Victor Zhou,
03.03.2019, [online] https://victorzhou.com/blog/intro-to-neural-networks [04.02.2025].

8 Vgl. Steinwendner, Joachim / Schwaiger, Roland: Neuronale Netze programmieren mit Python, 2.
Auflage, Bonn: Rheinwerk Verlag, 2020, S. 29.

9Vgl. Lammel / Cleve, 2008, S. 197.

10 Vgl. Lammel / Cleve, 2008, S. 197.

11 Vgl. Lammel / Cleve, 2008, S. 197.

12 Vgl. Lammel / Cleve, 2008, S. 197.
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Abbildung 1: Das Neuron.

Quelle: Zhou, Victor: Machine Learning for Beginners: An Introduction to Neu-
ral Networks, in: Victor Zhou, 03.03.2019, [online] https://victorzhou.com/blog/
intro-to-neural-networks [04.02.2025].

1.2 Aktivierungsfunktionen

Nicht alle mathematischen Funktionen eignen sich gleichermalfien fir den Ein-
satz als Aktivierungsfunktion'3. Einige der in frihen Netzarchitekturen verwen-
deten Funktionen werden heute vor allem zu Lehrzwecken eingesetzt, da sie
grundlegende Prinzipien veranschaulichen, jedoch nur eingeschrankt fiir kom-
plexe Modelle geeignet sind'4. Im Folgenden werden zwei zentrale Aktivie-
rungsfunktionen vorgestellt und hinsichtlich ihrer mathematischen Eigenschaf-
ten sowie ihrer praktischen Eignung fur kuinstlichen Neuronen bewertet's.

1.2.1 Heaviside-Funktion

0, x<0
= 16
H {1, x>0

Die Heaviside-Funktion, auch Stufenfunktion genannt, gilt als erste Aktivie-
rungsfunktion in der Geschichte des kinstlichen Neurons und bildet eine Ein-

gabe auf zwei mogliche Ausgabewerte ab'?. Die Ausgabe ist 0, wenn x € R~
istund 1, wenn x € Rg ist. Aufgrund der Sprungstelle bei x = 0 ist die Hea-

viside-Funktion dort nicht differenzierbar. Da moderne neuronale Netze haufig
die sogenannte Backpropagation als Trainingsmethode verwenden (vgl. Kapi-
tel 2.2.1), die die Berechnung von Ableitungen und damit die Differenzierbar-
keit einer Funktion voraussetzt, wird die Stufenfunktion mittlerweile selten als
Aktivierungsfunktion eingesetzt's.

1.2.2 Sigmoid-Funktion
( ) 1 19
o(x) = —
I+e>

13 Vgl. Trask, Andrew W.: Neuronale Netze und Deep Learning kapieren, Frechen: mitp Verlags GmbH
& Co. KG, 2020, S. 232.

14 Vgl. Rashid, 2024, S. 374f.

15 Vgl. Lammel / Cleve, 2023, S. 202.

16 \/gl. Steinwendner / Schwaiger, 2020, S. 82.

17 Vgl. Steinwendner / Schwaiger, 2020, S. 84.

18 \/gl. Rojas, Raul: Neural Networks, Berlin: Springer, 1996, S. 149.

19 Vgl. Rojas, 1996, S. 150.
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Die Sigmoid-Funktion bildet jede beliebige reelle Zahl x € R auf einen Wert
im Bereich W_ = ]O; I[ ab. Damit eignet sie sich besonders fiir Neuronen,
deren Ausgabewerte als Wahrscheinlichkeiten interpretiert werden kénnen20,
Da die Funktion auf ihrem gesamten Definitionsbereich D, = R differenzier-

bar ist, kann sie als Aktivierungsfunktion fir neuronale Netze verwendet wer-
den, die das Trainingsverfahren der Backpropagation nutzen21.

1.3 Das XOR-Problem

Die XOR-Operation (eXclusive Or; dt. exklusives Oder; Symbol @), auch Anti-
valenzfunktion genannt, ist eine logische Verknipfung, die zwei boolesche
Wahrheitswerte (wahr / falsch) verarbeitet und einen booleschen Ausgabewert
liefert22, Dieser ist wahr, wenn sich die Eingabewerte unterscheiden, und
falsch, wenn sie gleich sind23. Die Operation flihrt zu den in Tabelle 1, Spalte 1-
3 dargestellten Ergebnissen und wird mathematisch wie folgt beschrieben:
A®B=AVB)A-(AAB)2

Visualisiert man die mdglichen Eingabeparameterkombinationen des XOR-
Operators in einem Koordinatensystem, indem man Eingabeparameter A als

x-Wert und Eingabeparameter B als y-Wert betrachtet, so ergibt sich ein Qua-
drat?5. Die gegenlberliegenden Ecken dieses Quadrats weisen jeweils den
gleichen Ausgabewert der Antivalenzfunktion auf (vgl. Abbildung 2).

19 L

PO]1); 1 P(1]1);0

P(0]0); 0 . P(1]0);1

025 05 075

Abbildung 2: Darstellung der XOR-Eingabepaare im zweidimensionalen Raum
mit zwei Entscheidungsgrenzen.
Quelle: Eigene Darstellung.

Diese Anordnung im zweidimensionalen Raum hat zur Folge, dass es nicht
mdglich ist, die verschiedenen Ausgabewerte mithilfe des Graphen einer ein-
zelnen linearen Funktion, also der Entscheidungsgrenze eines Neurons, raum-
lich zu trennen26. Stattdessen sind mindestens zwei Entscheidungsgrenzen
erforderlich, die zusammen eine nicht-lineare Trennung der beiden Klassen

20 Vgl. Zhou, Victor: Machine Learning for Beginners: An Introduction to Neural Networks, in: Victor
Zhou, 03.03.2019, [online] https://victorzhou.com/blog/intro-to-neural-networks [04.02.2025].

21 Vgl. Rojas, 1996, S. 149f.

22 \Vgl. Hoffmann, Dirk W.: Grundlagen der Technischen Informatik, Minchen: Carl Hanser Verlag, 2016,
S. 99.

23 Vgl. Rashid, 2024, S. 65.

24 \V/gl. Hoffmann, 2016, S. 100.

25 Vgl. Rashid, 2024, S. 62.

26 Vgl. Rashid, 2024, S. 65f.
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wahr (1) und falsch (0) ermdglichen2” (vgl. Abbildung 2). Da die Propagie-
rungsfunktion eines Neurons die Eingaben gewichtet und aufsummiert, ist die-
ses hingegen ausschliellich in der Lage, Muster linear zu separieren, das
heil’t, Entscheidungsgrenzen in Form einer einzigen Geraden zu erzeugen2s,
Die Ausgabe des Neurons stimmt folglich nicht mit dem gewunschten XOR-
Verhalten Uberein (vgl. Tabelle 1).

Eingabe Eingabe  XOR net;=A+B -1 oo = {0, net; <0
A B ADB mitwy,wpg=1,b=-1 1, net;>0
0 0 0 0+0-1=-1 0
0 1 1 0+1-1=0 1
1 0 1 1+40-1=0 1
1 1 0 1+1-1=1 1

Tabelle 1: Die Ausgabe des XOR-Operators verglichen mit der Ausgabe eines Neurons.
Quelle: Eigene Darstellung.

Die Lésung des XOR-Problems erweist sich somit fir ein einzelnes Neuron als
nicht realisierbar und kann erst durch die Verknlpfung mehrerer Neuronen zu
einem mehrschichtigen neuronalen Netz ermoglicht werden2®. Dieses verflgt
aufgrund seines Aufbaus Uber die Fahigkeit, mehrere Entscheidungsgrenzen
zu erzeugen, wodurch auch nichtlinear trennbare Muster wie XOR abgebildet
werden kénnens3o.

2 Das vorwartsgerichtete neuronale Netz

2.1 Architektur

Indem eine Vielzahl einzelner Neuronen, auch Knoten genannt, zu einem zu-
sammenhangenden neuronalen Netz verkniipft wird, kénnen diese mithilfe von
Trainingsdaten auf ein bestimmtes Verhalten trainiert werden3! 32, [A]nschlie-
Rend [ist ein solches Netz] in der Lage, sowohl auf die Trainingssituationen als
auch daruber hinaus auf neue Situationen angemessen zu reagierens. Je
nach Verknupfung der Neuronen ergeben sich unterschiedliche Netzarchitektu-
ren, die flr verschiedene Anwendungssituationen unterschiedlich gut geeignet
sind34 35, Als grundlegende und einfachste Netzarchitektur gilt das vorwartsge-
richtete neuronale Netz (engl. Feedforward Neural Network; abgekiirzt FNN),
das den Ausgangspunkt fir die Entwicklung komplexerer Architekturen bildet3e.

27 Vgl. Rashid, 2024, S. 67f.
28 \/gl. Steinwendner / Schwaiger, 2020, S. 145.
29 Vgl. Rashid, 2024, S. 67.
30 Vgl. Rashid, 2024, S. 67.
31Vgl. Rashid, 2024, S. 81.
32 Vgl. Lammel / Cleve, 2008, S. 196.
33 Lammel / Cleve, 2008, S. 196.
34 Vgl. Zhou, Victor: An Introduction to Recurrent Neural Networks for Beginners, in: Victor Zhou,
24.07.2019, [online] https://victorzhou.com/blog/intro-to-rnns [18.07.2025].
35 Vgl. Zhou, Victor: CNNs, Part 1: An Introduction to Convolutional Neural Networks, in: Victor Zhou,
22.05.2019, [online] https://victorzhou.com/blog/intro-to-cnns-part-1 [18.07.2025].
36 Vgl. Zhou, Victor: Machine Learning for Beginners: An Introduction to Neural Networks, in: Victor
Zhou, 03.03.2019, [online] https://victorzhou.com/blog/intro-to-neural-networks [04.02.2025].
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Das FNN zeichnet sich vor allem durch den schichtweisen Aufbau aus Einga-
beschicht, versteckter Schicht und Ausgabeschicht (vgl. Abbildung 3) und den
vorwartsgerichteten Datenfluss aus?®7, bei dem Neuronen ,nur in Richtung Aus-
gabeschicht miteinander verknUpft sind“ss.

Input Layer Hidden Layer Output Layer

Abbildung 3: Das vorwartsgerichtete neuronale Netz.

Quelle: Zhou, Victor: Machine Learning for Beginners: An Introduction to Neu-
ral Networks, in: Victor Zhou, 03.03.2019, [online] https://victorzhou.com/blog/
intro-to-neural-networks [04.02.2025].

2.1.1 Schichtenaufbau

In der Eingabeschicht (engl. Input Layer) werden die Eingabedaten in Form
von numerischen Werten an das neuronale Netz Ubergeben3® 40, Jeder Knoten
dieser Schicht nimmt dabei ein Merkmal der Eingabe entgegen, ohne selbst
Berechnungen vorzunehmen4!. Bei einem neuronalen Netz zur Klassifizierung
von Bildern dienen Rastergrafiken fester Grofie (z.B. 28 x 28 Pixel) als Einga-
be, wobei jedes Neuron des Input Layers die Helligkeit eines einzelnen Pixels
reprasentiert*2. Alle Knoten der Eingabeschicht Ubergeben die vorbereiteten
Werte anschlieRend an alle Neuronen der versteckten Schicht (engl. Hidden
Layer), wo die eigentliche Verarbeitung beginnt43. Um ein symmetrisches Ver-
halten innerhalb des Hidden Layers zu vermeiden, werden die Gewichte der
Neuronen vor dem Training des Netzes zufallig aus einer Wahrscheinlichkeits-
verteilung, etwa der Normalverteilung mit definiertem Mittelwert und Standard-
abweichung, initialisiert*4. Die optimale Anzahl an Neuronen in der versteckten
Schicht ist mathematisch nicht exakt bestimmbar und muss stattdessen empi-
risch ermittelt werden45. Zu wenige Neuronen fiihren zu sogenanntem Underfit-
ting, wodurch das neuronale Netz nicht alle relevanten Muster erlernen kann46
47, Zu viele Neuronen hingegen verursachen Overfitting, bei dem das Netz zu
genau an die Trainingsdaten angepasst ist und sich schlecht auf neue Einga-
bedaten verallgemeinern Iasst48 49, Schlielllich werden die Ausgabedaten der
versteckten Schicht an die Ausgabeschicht (engl. Output Layer) weitergege-

37 VVgl. Lammel / Cleve, 2023, S. 211.

38 Lammel / Cleve, 2023, S. 211.

39 Vgl. Lammel / Cleve, 2023, S. 205.

40 Vgl. Trask, 2020, S. 51f.

41 Vgl. Rashid, 2024, S. 89.

42 \/gl. Rashid, 2024, S. 249.

43 Vgl. Lammel / Cleve, 2023, S. 205.

44 Vgl. Rashid, 2024, S. 171f.

45 V/gl. Lammel / Cleve, 2023, S. 249f.

46 Simon, Gyorgy / Aliferis, Constantin: Artificial Intelligence and Machine Learning in Health Care and
Medical Sciences, Cham: Springer, 2024, S. 458.
47 Vgl. Rashid, 2024, S. 276.

48 \VVgl. Rashid, 2024, S. 276.

49 VVgl. Lammel / Cleve, 2023, S. 249.
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ben%0. Die Anzahl der Neuronen in dieser Schicht hangt von der jeweiligen An-
wendung ab5'. Bei Klassifikationsaufgaben entspricht sie der Anzahl der Klas-
sen, in die das neuronale Netz nach dem Training unterscheiden soll52. Die
Ausgabe jedes Neurons reprasentiert dabei die geschatzte Wahrscheinlichkeit,
dass die Eingabe zur jeweiligen Klasse gehorts3,

2.1.2 Initialisierung und Vorhersage

Im Folgenden werden die Initialisierung und Vorhersage des neuronalen Net-
zes im Hinblick auf eine praktische Umsetzung erlautert. Eine entsprechende
Implementierung mithilfe der Programmiersprache Python, basierend auf den
in den Kapiteln 3.1.2 und 3.2.2 beschriebenen Vorgehensweisen, ist in Teil A
des Anhangs dargestellt. Das Verstandnis der nachfolgenden Schritte und des
anschlielenden Trainingsverfahrens setzt grundlegende Kenntnisse der Matri-
zenrechnung voraus. Eine Einfuhrung in dieses Thema findet sich in Teil B des
Anhangs.

Um das Netz moglichst wiederverwendbar zu gestalten, erhalt die Klasse
NeuralNetwork (vgl. Anhang A.1) bei der Initialisierung die Anzahl an Kno-
ten in Input, Hidden und Output Layer54. Auf dieser Grundlage erzeugt sie an-
schlieRend Matrizen, welche die erforderlichen Gewichte und Biaswerte zwi-
schen den einzelnen Schichten speicherns. Jede Zeile einer Gewichtsmatrix

W reprasentiert ein Neuron der entsprechenden Schicht, wahrend jede Spalte

einem Eingabewert entspricht (vgl. Tabelle 2)%6. Das Matrixelement w, , steht

somit fur das Gewicht zwischen der m-ten Eingabe und dem n-ten Neuron.

Eingabe 1 Eingabe 2 Eingabe m
Neuron 1 Wiy Wiy Wi
Neuron 2 Wy, Wiy Wy,
Neuron n W1 W, Wom

Tabelle 2: Aufbau der Gewichtsmatrix einer Schicht des neuronalen Netzes.
Quelle: Eigene Darstellung.

Analog lasst sich auch eine Biasmatrix b darstellen. Da der Bias fir alle Einga-
ben eines Neurons identisch ist, wird die Biasmatrix in Form eines Vektors an-
gegeben. Die initialen Werte der Gewichtsmatrizen und Biasvektoren stammen

aus einer Normalverteilung mit dem Mittelwert O und einer Standardabwei-

-0,5

chung von n , wobei n der Anzahl der Neuronen in der jeweiligen Schicht

entspricht?7.

50 Vgl. Lammel / Cleve, 2023, S. 205.
51 Vgl. Rashid, 2024, S. 265.

52 \/gl. Rashid, 2024, S. 276.

53 Vgl. Lammel / Cleve, 2023, S. 346f.
54 \Vgl. Rashid, 2024, S. 221f.

55 \/gl. Rashid, 2024, S. 225.

56 \/gl. Rashid, 2024, S. 108.

57 Vgl. Rashid, 2024, S. 171-174.



Mithilfe der Methode query (vgl. Anhang A.2) kann das neuronale Netz nun
eine Vorhersage treffen%8. Dazu wird die an die Funktion Ubergebene Liste aller
Eingaben zunachst in einen Spaltenvektor x transformiert, um die anschlie-
Rende Matrizenmultiplikation mit der Gewichtsmatrix der versteckten Schicht
zu ermoglichen%®. Danach wird die gewahlte Aktivierungsfunktion, eine Sig-
moid-Funktion, auf alle Elemente der entstandenen Matrix /1 angewendett?. Im
nachsten Schritt wird das Verfahren mit der Ausgabe der versteckten Schicht
und der Gewichtsmatrix der Ausgabeschicht wiederholtt'. Als Ergebnis gibt die

Methode schlieBBlich einen Ausgabevektor o, . zurick, der fur jedes Neuron

out
der Ausgabeschicht ein Element enthalt. Die Ausgabe kann nun der Anwen-
dungssituation entsprechend interpretiert und weiterverwendet werden.

2.2 Trainingsprozess

2.2.1 Ziel des Trainings

Das neuronale Netz kann zum jetzigen Zeitpunkt bereits auf Grundlage einer
Eingabe eine Vorhersage erzeugen, doch sind diese Ergebnisse noch nicht
aussagekraftig, da das Netz bislang nicht an eine konkrete Anwendungssitua-
tion angepasst wurde2. Erst durch ein gezieltes Training mit zuvor generierten
Trainingsdaten und unter Verwendung der sogenannten Backpropagation
(Backpropagation of Error; dt. Fehlerrickfuhrung) wird das Netz in die Lage
versetzt, brauchbare und zuverlassige Vorhersagen zu liefernés 64 65,

Die Backpropagation, umgesetzt in der Methode train (vgl. Anhang A.3),
ermoglicht es, die Vorhersagefehler eines neuronalen Netzes auf seine
Gewichtungen und Biaswerte zurtickzufiihren und diese schrittweise anzu-
passents,

2.2.2 Backpropagation

Der erste Schritt der Backpropagation ist die Berechnung einer Vorhersage fir
einen Trainingsdatensatz und entspricht der in Kapitel 3.1.3 definierten query
mit

Methode®”. Im Anschluss wird die vom Netzwerk erzeugte Ausgabe o,

dem Erwartungswert ¢ verglichen, der die ideale Ausgabe des neuronalen Net-
zes darstelltss. Die Differenz zwischen der tatsachlichen Ausgabe und dem Er-

wartungswert definiert den Fehler e der Ausgabeschichtt®:

output

t—o,, "

€ out

output —

58 Vgl. Rashid, 2024, S. 229.

59 Vgl. Rashid, 2024, S. 230.

60 Vgl. Rashid, 2024, S. 231.

61 Vgl. Rashid, 2024, S. 233.

62 \/gl. Rashid, 2024, S. 238.

63 Vgl. Lammel / Cleve, 2023, S. 220.
64 VVgl. Rashid, 2024, S. 30.

65 Vgl. Rashid, 2024, S. 240.

66 Vgl. Lammel / Cleve, 2023, S. 221.
67 Vgl. Rashid, 2024, S. 239.

68 Vgl. Lammel / Cleve, 2023, S. 221.
69 Vgl. Rashid, 2024, S. 241.

70 Vgl. Rashid, 2024, S. 241.



Dieser Fehler wird anschlieRend bendtigt, um die Gewichtungen und Biaswer-
te zwischen versteckter und Ausgabeschicht anzupassen?!. Darliber hinaus
muss bestimmt werden, in welchem MaRe die Neuronen der versteckten
Schicht zum Gesamtfehler des Netzwerks beigetragen haben, um anschlie-
Rend auch die Gewichtungen zwischen Eingabe- und versteckter Schicht ge-
Zielt anpassen zu kénnen’2. Dazu werden die Spalten und Zeilen der Ge-

wichtsmatrix Wy en—oupus ZWischen versteckter und Ausgabeschicht ver-

tauscht, wodurch eine neue Matrix wr

73 Di ;
hidden—output entsteht’3. Diese Operation

wird als Transponierung bezeichnet’4. Sie ist notwendig, da der Fehler das
neuronale Netz nicht vorwartsgerichtet von der versteckten zur Ausgabeschicht
durchlauft, sondern rickwartsgerichtet von der Ausgabeschicht zur versteckten
Schicht weitergegeben wird?5.

AnschlieRend kann fir jedes Neuron des Hidden Layers berechnet werden, in
welchem Male es zum Fehler der Ausgabeschicht beigetragen hat7é:

- WT . 77
Chidden = Whidden—output eOWPW

Zusatzlich wird der mittlere quadratische Fehler (engl. Mean Squared Error;
abgekiirzt MSE) berechnet’. Er ist flr das Training selbst nicht weiter erforder-
lich, dient in Kapitel 4 jedoch zur Beurteilung der Trainingsergebnisse®:

1 n
MSE = — z; (t; = Opyy. )20
1=

Im zweiten Schritt des Trainings werden die Gewichte und Biaswerte zwischen
den einzelnen Schichten auf Grundlage der zuvor berechneten Fehler ange-
passt8!. Dazu wird zunachst die Ableitung der Aktivierungsfunktion bendtigte2.
Sie beschreibt, wie stark sich die Ausgabe der Aktivierungsfunktion verandert,
wenn sich die Eingabe — und damit auch die zugehdrigen Gewichte (vgl. Kapi-
tel 1.1) — minimal andert. Handelt es sich bei der Aktivierungsfunktion wie in
dieser Implementierung um eine Sigmoid-Funktion, so ergibt sich folgende Ab-
leitung:

o'(x) =0(x)- (1 =)

Multipliziert man nun den Fehler e der Ausgabeschicht mit der Ableitung

output

der Aktivierungsfunktion, so erhalt man den Fehlerterm &

Ompm&?. Er gibt die

Anderungsrate an, die nétig ist, um den Fehler des Neurons zu verringerns4:

71 Vgl. Lammel / Cleve, 2023, S. 221.
72\V/gl. Lammel / Cleve, 2023, S. 223.
73 Vgl. Rashid, 2024, S. 135f.
74 \/gl. Rashid, 2024, S. 135.

75 Vgl. Lammel / Cleve, 2023, S. 223.
76 \/gl. Lammel / Cleve, 2023, S. 223.
77 Vgl. Rashid, 2024, S. 136.

78 \/gl. Lammel / Cleve, 2023, S. 232.
79 Vgl. Lammel / Cleve, 2023, S. 235.
80 \V/gl. Lammel / Cleve, 2023, S. 223.
81 V/gl. Lammel / Cleve, 2023, S. 221.
82 \/gl. Lammel / Cleve, 2023, S. 223.
83 \VVgl. Lammel / Cleve, 2023, S. 223.
84 \/gl. Lammel / Cleve, 2023, S. 223.
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50utput(hn) = Coutput * Gl(hn) 8
Mithilfe des Fehlerterms ist es nun méglich, die Gewichtsmatrix Wy, 40— output

und den Biasvektor b

outpur 9€7 Ausgabeschicht zu aktualisieren®e. Der Fehler-

term wird hierfir auf den Vektor & angewendet, der aus den Eingaben aller
Neuronen der Ausgabeschicht besteht (vgl. Kapitel 2.1.2). Der entstandene

Vektor 6

outpur Wird anschliefend mit der Lemrate 7 und der Transponierung

hT von h multiplizierts?.

Die Lernrate 7 bestimmt die Schrittweite, mit der die Gewichte eines neurona-
len Netzes wahrend des Trainings angepasst werdens8. Eine hohe Lernrate
fuhrt zu schnellen, aber ungenauen Anpassungen, wahrend eine zu niedrige
Lernrate das Lernen verlangsamt8®. Da ihr optimaler Wert von den Trainings-
daten abhangig ist, muss die Lernrate in der Regel empirisch bestimmt wer-

den®. Schlieflich wird die resultierende Matrix zu Wy, 440n—ouspu: @ddiert, so-

dass jedes Gewicht w, , proportional zum Fehler des Ausgabeneurons, der

Ausgabe des Neurons der versteckten Schicht und der Lernrate aktualisiert
wirdd1:
— T
Whidden—output - Whidden—output +7- 50ulput ~h %2

Der Biasvektor b

outpur d€r Ausgabeschicht wird auf ahnliche Weise ange-

passt®3. Hierbei wird die Lernrate # mit dem Fehlervektor 6

outpur Multipliziert

und zu b,,,,,,,,,, @ddiert®:

boutput = boutput +7- 50utput %
Analog zum vorherigen Schritt werden im letzten Schritt des Trainings die Ge-

wichtsmatrix W, und der Biasvektor by,; ;,,,, der versteckten Schicht

nput—hidden
angepasst®. Zunachst wird der Fehlerterm der versteckten Schicht d; .,

mithilfe des zu Beginn des Trainings berechneten Fehlers ¢;;;,,,, und der Ab-

leitung der Aktivierungsfunktion bestimmt97:

5hidden(xn) = Chidden * Gl(xn) 9

85 \/gl. Lammel / Cleve, 2023, S. 223.
86 \/gl. Lammel / Cleve, 2023, S. 226.
87 \/gl. Rashid, 2024, S. 242.
88 \/gl. Lammel / Cleve, 2023, S. 221.
89 Vgl. Rashid, 2024, S. 288.
9 Vgl. Rashid, 2024, S. 288.
91 Vgl. Rashid, 2024, S. 242f.
92 \/gl. Rashid, 2024, S. 242f.

93 \/gl. Lammel / Cleve, 2023, S. 226.
94 Vgl. Lammel / Cleve, 2023, S. 226.
95 V/gl. Lammel / Cleve, 2023, S. 226.
9% Vgl. Rashid, 2024, S. 243.

97 VVgl. Lammel / Cleve, 2023, S. 223.
98 \/gl. Lammel / Cleve, 2023, S. 223.
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AnschlieRend werden W, und by,; 4., anhand des Fehlerterms und

nput—hidden
der Lernrate aktualisiert®®:

w.

_ T
input—hidden — VVinput—hidden +7- 5hidden - X 100

bhiaden = Bniaden T 1 * Onidden '™

2.2.3 Iteratives Lernen

Indem die Backpropagation mehrfach fir alle Trainingsdaten durchgefiihrt wird,
passen sich die Gewichte und Biaswerte des neuronalen Netzes schrittweise
an die jeweilige Anwendungssituation an'02, Der iterative Lernprozess lauft so
lange, bis die Fehlerfunktion einen ausreichend kleinen Wert erreicht oder eine
vorher festgelegte Anzahl an Durchldufen abgeschlossen ist'03. Nach ausrei-
chend Training ist das neuronale Netz anschlieRend auch in der Lage, fir un-
bekannte Eingaben korrekte Vorhersagen zu treffen104.

3 Formenklassifizierung als Anwendungsbeispiel

3.1 Zielsetzung und Vorgehensweise

Das vorwartsgerichtete neuronale Netz soll nun auf das Anwendungsbeispiel
der Erkennung von handgezeichneten geometrischen Formen angepasst und
anschlie3end in die Notizensoftware Productivity Pro eingesetzt werden. Dabei
soll das neuronale Netz in die Lage versetzt werden, zwischen den Klassen
Kreis, Dreieck und Rechteck zu unterscheiden. Ziel ist es, ein fertig trainiertes
Modell zu erhalten, das die gelernten Gewichtungen und Biaswerte speichert
und maoglichst prazise Vorhersagen trifft. Um ein solches Modell zu entwickeln,
werden die Anzahl der Neuronen in der versteckten Schicht und die Lernrate
durch empirische Versuche angepasst. Bei den verwendeten Trainingsdaten
handelt es sich um graustufige Rastergrafiken der Grofie 28 x 28 Pixel. Jeder

Pixel besitzt dabei eine Helligkeit zwischen 0 und 255 (vgl. Abbildung 4), die

auf den Bereich zwischen 0,1 und 0,99 normalisiert wird. Diese Normalisie-
rung erfolgt aufgrund der gewahlten Sigmoid-Aktivierungsfunktion, deren Wer-

tebereich zwischen 0 und 1 liegt (vgl. Kapitel 1.2.2). Das neuronale Netz wird
mit 90 Bildern pro Klasse trainiert, was bei drei Klassen einer Gesamtzahl von
270 Trainingsbeispielen entspricht. Die Trainingsbilder stammen dabei von funf
verschiedenen Personen, die jeweils 3 x 18 Formen gezeichnet haben, um
eine ausreichende Variation innerhalb der Klassen zu gewahrleisten. Diese
Variation ist notwendig, damit das FNN die charakteristischen Merkmale der
verschiedenen Formen unabhangig von individuellen Zeichenstilen erlernt.

9 Vgl. Lammel / Cleve, 2023, S. 226.
100 \Vgl. Lammel / Cleve, 2023, S. 226.
101 \/gl. Lammel / Cleve, 2023, S. 226.
102 \/gl. Rashid, 2024, S. 167.
103 \Vgl. Rashid, 2024, S. 146.
104 \/gl. Lammel / Cleve, 2023, S. 209.
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Rechteck Kreis Dreieck

Abbildung 4: Beispielhafte Trainingsdaten zu jeder Klasse.
Quelle: Eigene Darstellung.

Die Genauigkeit des neuronalen Netzes wird im Folgenden auf zwei verschie-
dene Arten ermittelt. Zum einen erfolgt die Bewertung Uber den in Kapitel 2.2.2
eingefuhrten mittleren quadratischen Fehler, der die Abweichung zwischen den
vorhergesagten Werten und den tatsachlichen Zielwerten wahrend des Trai-

nings angibt. Zum anderen wird die Genauigkeit Uber die Erkennungsrate A
bestimmt. Dabei werden 45 von den Trainingsdaten unabhangige Testdaten
verwendet, wobei A als Verhaltnis der korrekt klassifizierten zu allen getesteten
Beispielen berechnet wird:

A= Nkorrekt
N,

gesamt

Fur eine moglichst zuverlassige Auswertung des Trainings werden Verlust und
Erkennungsrate fur jedes neuronale Netz als Durchschnitt Gber 50 Trainings-
ldufe ohne Anderung der Parameter berechnet. So wird ausgeschlossen, dass
die Genauigkeit des Netzes von der zufalligen Initialisierung der Gewichte ab-
hangt.

3.2 Anpassung von Trainingsparametern

3.2.1 Neuronenanzahl der versteckten Schicht

Basierend auf der Grolde der Eingabedaten und der Anzahl der zu unterschei-
denden Klassen werden 784 Eingabeknoten und drei Ausgabeknoten gewahit.
Zudem wird die Lernrate zun&chst auf den Wert n = 0,3 gesetzt. Dieser orien-
tiert sich an dem in Tariq Rashids Buch ,Neuronale Netze selbst programmie-
ren” verwendeten Anfangswert, ohne dass hierfur ein weiterer Hintergrund be-
steht'05, Die Anzahl der Neuronen in der versteckten Schicht wird variiert, um
ihren Einfluss auf die Trainingsleistung zu untersuchen. Dabei werden die Wer-

te 3, 30, 60, 120, 240, 400 und 784 getestet:

105 Vgl. Rashid, 2024, S. 222.
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—e— 3 versteckte Knoten (@ 50 Durchlaufe, alle 10. Iteration)
—e— 30 versteckte Knoten (@ 50 Durchléufe, alle 10. Iteration)
—e— 60 versteckte Knoten (@ 50 Durchléufe, alle 10. Iteration)
120 versteckte Knoten (@ 50 Durchlaufe, alle 10. Iteration)
—e— 240 versteckte Knoten (@ 50 Durchlaufe, alle 10. Iteration)
—e— 400 versteckte Knoten (@ 50 Durchléufe, alle 10. Iteration)
784 versteckte Knoten (@ 50 Durchlaufe, alle 10. Iteration)
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Abbildung 5: Entwicklung des Verlusts fir 3, 30, 60, 120, 240, 400 und 784
Knoten in der versteckten Schicht.
Quelle: Eigene Darstellung.
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Abbildung 6: Durchschnittliche Erkennungsraten fur 3, 30, 60, 120, 240, 400

und 784 Knoten in der versteckten Schicht.
Quelle: Eigene Darstellung.

Mit einem finalen Verlust von 0,125685und einer Erkennungsrate von 0,663
erzielt das neuronale Netz mit drei Neuronen in der versteckten Schicht die
schlechteste Leistung. Dies entspricht dem in Kapitel 2.1.1 beschriebenen
Underfitting, bei dem die Anzahl der Neuronen zu gering ist, um Zusammen-
hange in den Trainingsdaten ausreichend zu erfassen.

Betrachtet man den Verlust in Abbildung 5, zeigt das neuronale Netz mit 120
Neuronen die beste Leistung, wahrend die Erkennungsrate in Abbildung 6 mit

0,882 fiir 60 Neuronen am hochsten ist. Dieser scheinbare Widerspruch ergibt
sich aus den unterschiedlichen Aussagen der Bewertungsmethoden: Wahrend
der Verlust die Anpassung an die Trainingsdaten misst, spiegelt die Erken-
nungsrate die Leistungsfahigkeit des Modells bei neuen Daten wider und ist
damit das aussagekraftigere Beurteilungskriterium. Auf Grundlage dieser Be-
obachtung wird die Anzahl der Neuronen in der versteckten Schicht daher auf
60 festgelegt.

Darlberhinaus sind die Springe des Verlusts in Abbildung 6 zu Beginn und
gegen Ende des Trainings auffallig. Zu Beginn entstehen sie, ,[d]a in den zufal-
ligen Mustern [der Trainingsdaten zunachst] keine Regeln erkennbar sind“106,

Spater kdnnen die Spriinge aufgrund von Overfitting (vgl. Kapitel 2.1.1) auftre-
ten107.

106 | ammel / Cleve, 2023, S. 251.
107 \Vgl. Rashid, 2024, S. 293.
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3.2.2 Lernrate
Das Vorgehen zur Ermittlung einer geeigneten Anzahl an Neuronen in der ver-

steckten Schicht wird nun mit der Lernrate 7 wiederholt. Es werden die Werte
0,01, 0,05, 0,1, 0,2, 0,3, 0,5 und 1,0 getestet:

0.6

—e— Lernrate 0.01 (@ 50 Durchlaufe, alle 10. Iteration)
—e— Lernrate 0.05 (@ 50 Durchlaufe, alle 10. Iteration)
—e— Lernrate 0.1 (@ 50 Durchlaufe, alle 10. Iteration)
Lernrate 0.2 (@ 50 Durchléufe, alle 10. Iteration)
—e— Lernrate 0.3 (@ 50 Durchlaufe, alle 10. Iteration)
—e— Lernrate 0.5 (@ 50 Durchlaufe, alle 10. Iteration)
Lernrate 1.0 (@ 50 Durchléufe, alle 10. Iteration)

,
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Abbildung 7: Entwicklung des Verlusts bei einer Lernrate von 0,01, 0,05, 0,1,
0,2,0,3,0,5 und 1,0.
Quelle: Eigene Darstellung.
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Abbildung 8: Durchschnittliche Erkennungsraten bei einer Lernrate von 0,01,
0,05, 0,1, 0,2,0,3,0,5 und 1,0
Quelle: Eigene Darstellung.

Bei der Anpassung der Lernrate zeigt sich deutlich der Effekt des Overfittings:

Eine Lernrate von 1 erzielt zwar den geringsten finalen Trainingsverlust (vgl.
Abbildung 7), flhrt jedoch gleichzeitig auch zur niedrigsten Erkennungsrate auf
den Testdaten (vgl. Abbildung 8), da das neuronale Netz zu stark an die Trai-
ningsdaten angepasst ist. Eine geeignete Wahl der Lernrate fir das Netz ist
hingegen 0,1. Zwar fallt der Trainingsverlust mit 0,097886 hierbei héher aus,

das Modell zeigt mit einer Erkennungsrate von 0,923 jedoch die beste Gene-
ralisierbarkeit auf unbekannten Daten.

3.3 Auswertung

Die Untersuchungen zeigen, dass neuronale Netze durch die gezielte Anpas-
sung von Trainingsparametern wie der Anzahl der Neuronen und der Lernrate
deutlich optimiert werden kdnnen. So lief3 sich die Erkennungsrate des Netzes
von 0,663 auf 0,923 steigern, ohne die Menge oder Art der Trainingsdaten zu
verandern. Aufbauend darauf kénnen sowohl die Anzahl der Neuronen in der
versteckten Schicht als auch die Lernrate weiter verfeinert werden, indem die
Parameter in kleineren Schritten variiert werden.
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lll Bewertung neuronaler Netze und Ansatz zur Weiter-

entwicklung der Formenklassifikation
AbschlieRend lasst sich festhalten, dass der Einsatz kiinstlicher Intelligenz —
und damit auch der Einsatz neuronaler Netze — insbesondere dort sinnvoll ist,
wo klassische deterministische Algorithmen an ihre Grenzen stof3en und statt-
dessen Systeme erforderlich sind, die aus Daten lernen und sich an komplexe
Muster anpassen kdnnen. Der Einsatz solcher Netze beschrankt sich dabei
nicht nur auf gro3 angelegte Anwendungen wie grol3e Sprachmodelle oder
autonome Fahrzeuge, sondern erweist sich bereits in kleineren Projekten, wie
zur Klassifikation von handgezeichneten geometrischen Formen, als dulRerst
hilfreich.
Zwar ist das in dieser Arbeit entwickelte neuronale Netz in der Lage, zuverlas-
sige Ergebnisse zu liefern und eignet sich damit durchaus fiir den Einsatz in
Productivity Pro, dennoch bestehen weiterhin Mdglichkeiten zur Verbesserung.
Anstelle einer reinen Anpassung der Trainingsparameter, wie sie in dieser Ar-
beit vorgenommen wurde, kdnnte eine Weiterentwicklung durch die Verande-
rung der gewahlten Netzwerkarchitektur erzielt werden. Besonders geeignet
ware hierbei das sogenannte Convolutional Neural Network (dt. faltungsbasier-
tes neuronales Netzwerk)1%8, Es zeichnet sich vor allem durch die effiziente
Analyse von Bilddaten aus, wie sie auch in Productivity Pro als Eingabe die-
nen09,
Doch auch unabhangig von diesem konkreten Anwendungsbereich besteht in
der Forschung zu kinstlicher Intelligenz weiterhin ein grofdes Entwicklungspo-
tenzial. Nahezu taglich werden derzeit neue Erkenntnisse verdffentlicht, insbe-
sondere im Bereich der generativen Kl. Es bleibt spannend zu beobachten,
welche Fortschritte und Mdglichkeiten sich in den kommenden Jahren daraus
ergeben werden.

108 \/gl. Zhou, Victor: CNNs, Part 1: An Introduction to Convolutional Neural Networks, in: Victor Zhou,
22.05.2019, [online] https://victorzhou.com/blog/intro-to-cnns-part-1 [30.10.2025].
109 \VVgl. Zhou, Victor: CNNs, Part 1: An Introduction to Convolutional Neural Networks, in: Victor Zhou,
22.05.2019, [online] https://victorzhou.com/blog/intro-to-cnns-part-1 [30.10.2025].
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Anhang

A Implementierung eines neuronalen Netzes

class NeuralNetwork:
def __init__(
self, inputnodes, hiddennodes,
outputnodes, learningrate

# Anzahl der Neuronen in den einzelnen Schichten
self.inputnodes = inputnodes

self.hiddennodes = hiddennodes

self.outputnodes = outputnodes

# Lernrate: SchrittgrdoBe bei der Gewichtsanpassung
self.learningrate = learningrate

# Gewichtsmatrizen: Normalverteilung mit @ = @, o =

self.weights_input_hidden = numpy.random.normal(
0.0, pow(self.hiddennodes, -0.5),
(self.hiddennodes, self.inputnodes)

)

self.weights_hidden_output = numpy.random.normal(
0.0, pow(self.outputnodes, -0.5),
(self.outputnodes, self.hiddennodes)

)

# Biasmatrizen: Normalverteilung mit W = @, o = n@5
self.bias_hidden = numpy.random.normal(
0.0, pow(self.hiddennodes, -0.5),
(self.hiddennodes, 1)
)
self.bias_output = numpy.random.normal(
0.0, pow(self.outputnodes, -0.5),
(self.outputnodes, 1)
)

# Sigmoid als Aktivierungsfunktion
self.activation_function = lambda x: 1.0 / (
1.0 + numpy.exp(-x))

Anhang A.1: Initialisierung eines vorwartsgerichteten neuronalen Netzes.
Quelle: Eigene Darstellung.

n-9.5
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def query(self, inputs_list):
# Vorbereitung der Eingabedaten (Input Layer)
inputs = numpy.array(inputs_list, ndmin=2).T

# Eingabe und Ausgabe des Hidden Layers

inputs_of_hidden = numpy.dot(
self.weights_input_hidden, inputs

) + self.bias_hidden

outputs_of_hidden = self.activation_function(
inputs_of_hidden

)

# Eingabe und Ausgabe des Output Layers

inputs_of_output = numpy.dot(
self.weights_hidden_output, outputs_of_hidden

) + self.bias_output

outputs_of_output = self.activation_function(
inputs_of_output

)

# Ausgabe des Netzwerks als Matrix
return outputs_of_output

Anhang A.2: Implementierung der Methode query.
Quelle: Eigene Darstellung.



def train(self, inputs_list, targets_list):
inputs = numpy.array(inputs_list, ndmin=2).T
targets = numpy.array(targets_list, ndmin=2).T

# Eingabesignale in die versteckte Schicht (mit Bias)

inputs_of_hidden = numpy.dot(
self.weights_input_hidden, inputs

) + self.bias_hidden

# Ausgabesignale der versteckten Schicht

outputs_of_hidden = self.activation_function(
inputs_of_hidden

)

# Eingabesignale in die Ausgabeschicht (mit Bias)

inputs_of_output = numpy.dot(
self.weights_hidden_output, outputs_of_hidden

) + self.bias_output

# Ausgabesignale der Ausgabeschicht

outputs_of_output = self.activation_function(
inputs_of_output

)

# Verlustberechnung der Ausgabeschicht (target - actual)
output_errors = targets — outputs_of_output

# Verlustberechnung der versteckten Schicht
hidden_errors = numpy.dot(

self.weights_hidden_output.T, output_errors
)

# Gewichte zwischen versteckter und Ausgabeschicht updaten
self.weights_hidden_output += self.learningrate * numpy.dot(
output_errors *x outputs_of_output *x (
1.0 - outputs_of_output
), numpy.transpose(outputs_of_hidden)
)
self.bias_output += self.learningrate % (
output_errors * outputs_of_output * (
1.0 — outputs_of_output
)
)

# Gewichte zwischen Eingabe- und versteckter Schicht updaten
self.weights_input_hidden += self.learningrate * numpy.dot(
hidden_errors * outputs_of_hidden * (
1.0 - outputs_of_hidden
), numpy.transpose(inputs)
)
self.bias_hidden += self.learningrate * (
hidden_errors * outputs_of_hidden * (
1.0 — outputs_of_hidden
)
)

# Verlustgraph
self.losses.append(((targets — outputs_of_output) *xx 2)
.mean())

Anhang A.3: Training eines Feedforward Neural Networks.
Quelle: Eigene Darstellung.
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B Mathematische Grundlagen der Berechnung mit Matrizen
B.1 Struktur der Matrizen

Unter einer Matrix versteht man eine rechteckige Anordnungen von Zahlen,
Symbolen oder Funktionen, die in Zeilen und Spalten eingetragen sind (vgl.

Abbildung 4)'0. Formal wird eine Matrix A mit m Zeilen und n Spalten als

A= [aij] miti = 1,...,m und j = 1,..., n beschrieben, wobei a;; das Ele-

ment in der i-ten Zeile und j-ten Spalte bezeichnet!!:

ay 4y e Ay
A= a.zl a.22 cee a.zn
Ay Ay - Ay

mXn

Eine Sonderform der Matrix ist die m X 1-Matrix, die meist als Vektor in der
analytischen Geometrie zum Einsatz kommt!2:

B.2 Addition von Matrizen

Die Addition zweier Matrizen dient zur Kombination gleichartiger Eintrage (z.B.
zwei Gewichtsmatrizen)''3. Dabei missen die zu addierenden Matrizen

A= [aij] und B = [b,-j] die gleiche Dimension m X n aufweisen; die Anzahl
ihrer Zeilen und Spalten muss folglich jeweils Ubereinstimmen?4. Ist diese Be-
dingung erfllt, so ergibt sich die Summenmatrix C = A + B = [Cij] :

Die Addition erfolgt dabei elementweise: Jedes Element der Matrix A in der i
-ten Zeile und der j-ten Spalte wird mit dem entsprechenden Element der Ma-

trix B addiert!15.

B.3 Multiplikation von Matrizen

Mithilfe der Matrizenmultiplikation kénnen zwei Matrizen mit unterschiedlichen
Bedeutungen (z.B. eine Gewichtsmatrix und eine Matrix mit Eingabewerten)
strukturell miteinander verknipft werden'16. Dazu ist zunachst erforderlich,

dass die Zeilenanzahl einer Matrix A mit der Spaltenanzahl einer Matrix B

110 Kirchgessner, Karsten / Schreck, Marco: Vektor- und Matrizenrechnung fir Dummies, 1. Auflage,
Weinheim: WILEY-VCH Verlag, 2013, S. 41.
111 Vgl. Kirchgessner / Schreck, 2013, S. 41f.
112 Vgl. Kirchgessner / Schreck, 2013, S. 47.
113 Vgl. Kirchgessner / Schreck, 2013, S. 44.
114 \V/gl. Kirchgessner / Schreck, 2013, S. 44.
115 Vgl. Kirchgessner / Schreck, 2013, S. 44.
116 V/gl. Kirchgessner / Schreck, 2013, S. 44f.
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Ubereinstimmt!7. Ist A € K™ und B € [K"*?, so ergibt sich das Produkt
C = A - B als Matrix der Dimension m X p118
Die Elemente der resultierenden Matrix C werden durch die Summe der Pro-

dukte entsprechender Elemente der Zeilen von A und der Spalten von B ge-
bildet!e:

n
k=1

117 Vgl. Kirchgessner / Schreck, 2013, S. 44f.
118 Vgl. Kirchgessner / Schreck, 2013, S. 44f.
119 Vgl. Kirchgessner / Schreck, 2013, S. 44.
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